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Abstract: the algorithms for obtaining the finite element stiffness matrix in the variant of the displacement 

method formulation and the formation of the finite element deformation matrix in the mixed formulation of the 

finite element method using the modified Reissner functional are presented. In the variant of the displacement 

method, a four-node finite element was used to calculate engineering structures. As the nodal unknowns, 

movements and their derivatives were taken. The comparison of FEM algorithms in the formulations of the 

displacement method and the mixed method is performed. 
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Аннотация: изложены алгоритмы получения матрицы жесткости конечного элемента в варианте 

формулировки метода перемещений и формирования матрицы деформирования конечного элемента в 

смешанной формулировке МКЭ при использовании модифицированного функционала Рейсснера. В 

варианте метода перемещений использовался четырехузловой конечный элемент для расчета 

инженерных сооружений. В качестве узловых неизвестных принимались перемещения и их производные. 

Выполнено сравнение алгоритмов МКЭ в формулировках метода перемещений и смешанного метода. 

Ключевые слова: матрица жесткости, конечный элемент, метода перемещений, формирования 

матрицы деформирования, смешанная формулировка. 

 

Расчету инженерных конструкций уделяется особое внимание. В работах [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] 

представлены современные методы расчетов. 

Для расчета осесимметрично нагруженных тел вращения разработан объемный элемент с 

поперечным сечением в виде произвольного четырехугольника. В качестве узловых неизвестных 

приняты напряжения и перемещения. Для формирования модифицированной матрицы жесткости 

элемента использован смешанный принцип Рейсснера [1, 2, 3, 4, 5]. 

Основные соотношения осесимметричного напряженного состояния. Деформации осесимметрично 

нагруженного тела вращения определяются зависимостями [3] 
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          (1) 

где ,u  - радиальное и осевое перемещения точки с радиальной координатой r и осевой 

координатой z; zzrr   ,,  - радиальная, окружная и осевая деформации; rz  - деформация 

сдвига. 

Соотношения (1.1) представляются в матричном виде выражением 
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где     rzzzrr

Т
   - вектор-строка деформаций; 

   uw
T
  - вектор строка – перемещений; 



 L  - матрица дифференциальных операций. 

Деформации являются функциями напряжений и определяются выражениями [3] 
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          (2) 

где zzrr   ,,  - радиальные, окружные и осевые нормальные напряжения; 
rz  - 

касательные напряжения;   – модуль упругости;  - коэффициент Пуассoна. 

Соотношения (2) представляются в матричном виде выражением 

     S ,    

где    rzzzrr

Т
  - вектор - строка напряжений; 

 S  - матрица податливости. 

Функционал Рейсснера 
RП , в котором независимыми величинами являются перемещения и 

напряжения, имеет вид [2] 
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где V– объем деформируемого тела вращения; 

    ,q  - заданные поверхностные и граничные силы; 

 w  - заданные перемещения; 

uss ,  - поверхности деформируемого тела с заданными силами и перемещениями. 
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